ISSN: 2773-7330
'A Vol. 8 No. 3 pp. 43 —69. julio - septiembre 2026
/ Revista multidisciplinar

Publicaciones Articulo original

www.alfapublicaciones.com

Modelo comparativo de la ecuacion de calor
unidimensional: perspectivas deterministas y
estocasticas

One-dimensional heat equation comparative model: deterministic and
stochastic perspectives

L Brigith Magdalena Jiménez Tillaguango D https://orcid.org/0009-0000-6282-9031
Universidad Nacional de Chimborazo (UNACH), Riobamba, Ecuador.

Maestria en Matematica Aplicada con mencion en Matemética Computacional 777.)
brigith.jimenez@unach.edu.ec ) Bl
2 Lidia del Rocio Castro Cepeda iD https://orcid.org/0000-0002-0471-2879 u

Universidad Nacional de Chimborazo (UNACH), Riobamba, Ecuador.
Master Universitario en Ingenieria Matematica y Computacion
lidia.castro@unach.edu.ec

Articulo de Investigacion Cientifica y Tecnoldgica
Enviado: 12/05/2026

Revisado: 13/06/2026

Aceptado: 08/07/2026

Publicado: 28/07/2026

DOI: https://doi.org/10.33262/ap.v8i3.701

i Jiménez Tillaguango, B. M. ., & Castro Cepeda, L. del R. (2026). Modelo
Citese: comparativo de la ecuacion de calor unidimensional: perspectivas deterministas y
estocasticas. AlfaPublicaciones, 8(3), 43-69. https://doi.org/10.33262/ap.v8i3.701

ALFA PUBLICACIONES, es una revista multidisciplinar, trimestral, que se publicara en soporte
‘ electrénico tiene como misién contribuir a la formacién de profesionales competentes con vision
humanistica y critica que sean capaces de exponer sus resultados investigativos y cientificos en la misma
/ medida que se promueva mediante su intervencién cambios positivos en la
sociedad. https://alfapublicaciones.com
La revista es editada por la Editorial Ciencia Digital (Editorial de prestigio registrada en la Camara

CI-EII!CIa Ecuatoriana de Libro con No de Afiliacion 663) www.celibro.org.ec
Digital
Edil:

Esta revista esté protegida bajo una licencia Creative Commons Attribution Non Commercial No
Derivatives 4.0 International. Copia de la licencia: http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

Esta revista est& protegida bajo una licencia Creative Commons en la 4.0 =10 &N, @
CiEI'ICia International. Copia de la licencia: http://creativecommons.org/licenses/by- ‘ @%
I nc-sa/4.0/ —

Digiz)


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
mailto:brigith.jimenez@unach.edu.ec
mailto:lidia.castro@unach.edu.ec
https://doi.org/10.33262/ap.v8i3.701
https://doi.org/10.33262/ap.v8i2.683
https://doi.org/10.33262/ap.v7i2.1.614
https://doi.org/10.33262/ap.v8i3.701
https://alfapublicaciones.com/
http://www.celibro.org.ec/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://crossmark.crossref.org/dialog?doi=10.33262/ap.v8i3.701

ISSN: 2773-7330

Vol. 8 No. 3 pp. 43 - 69. julio - septiembre 2026
Revista multidisciplinar

Articulo original

ZAlfa

Publicaciones

www.alfapublicaciones.com

Palabras claves:
Ecuacién del calor,
ecuaciones
diferenciales
parciales,

procesos
estocasticos,

ruido blanco,
método de Monte
Carlo.

Keywords:

Heat equation,
partial differential
equations,
stochastic
processes,
white noise,
Monte
method.

Carlo

Resumen

Introduccion: la incorporacion de incertidumbre en los
modelos de conduccion de calor permite representar
perturbaciones aleatorias presentes en diversos procesos fisicos.
Objetivos: la presente investigacion se plantea como objetivo
comparar las formulaciones determinista y estocastica de la
ecuacion del calor unidimensional bajo ruido blanco gaussiano
aditivo y analizar la influencia de la difusividad térmica en la
propagacion de la incertidumbre. Metodologia: se implemento
una simulacion computacional validada y reproducible para
ecuaciones diferenciales parciales estocasticas en el software
MATLAB, considerando un modelo determinista mediante
esquema de Crank- Nicolson y una formulacion estocéstica
mediante el método Euler-Maruyama. La incertidumbre se
modeld con ruido blanco gaussiano aditivo y se evalué mediante
200 simulaciones Monte Carlo en aluminio, acero inoxidable y
madera. Se emplearon como meétricas el RMSE, la varianza
méaxima y la energia térmica promedio. Resultados: la media
del ensamblaje Monte Carlo present6 una elevada concordancia
con la solucion determinista. El incremento de la intensidad del
ruido aumentd la dispersion estadistica, mientras que la energia
térmica promedio permanecié practicamente constante.
Conclusiones: en conclusidn, la difusividad térmica actia como
un mecanismo natural de amortiguamiento de la incertidumbre,
afectando principalmente la variabilidad de la solucién sin
modificar significativamente la dinamica promedio del proceso
difusivo. Area de estudio general: Matemética Aplicada. Area
de estudio especifica: Simulacion computacional. Tipo de
estudio: Articulos originales.

Abstract

Introduction: the incorporation of uncertainty in heat
conduction models allows us to represent random perturbations
present in various physical processes. Objectives: the objective
of this research is to compare the deterministic and stochastic
formulations of the one-dimensional heat equation under
additive Gaussian white noise and to analyze the influence of
thermal diffusivity on the propagation of uncertainty.
Methodology: a validated and reproducible computational
simulation for stochastic partial differential equations was
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implemented in the MATLAB software, considering a
deterministic model using the Crank-Nicolson scheme and a
stochastic formulation using the Euler-Maruyama method.
Uncertainty was modeled with additive Gaussian white noise
and evaluated using 200 Monte Carlo simulations in aluminum,
stainless steel, and wood. RMSE, maximum variance, and
average thermal energy were used as metrics. Results: the means
of the Monte Carlo assembly showed a high agreement with the
deterministic solution. The increase in noise intensity increased
the statistical dispersion, while the average thermal energy
remained practically constant. Conclusions: in conclusion,
thermal diffusivity acts as a natural uncertainty dampening
mechanism, mainly affecting the variability of the solution
without significantly modifying the average dynamics of the
diffusive process. General area of study: Applied Mathematics.
Specific area of study: Computational simulation. Type of
study: Original articles.

1. Introduccion

La transferencia de calor por conduccion constituye uno de los procesos fisicos
fundamentales en la ingenieria, debido a la participacion en sistemas energéticos,
procesos industriales, materiales estructurales, dispositivos electronicos y aplicaciones de
manufactura avanzada. La capacidad de describir y predecir la evolucion espacial y
temporal de la temperatura es esencial para el disefio eficiente de sistemas térmicos y para
la evaluacion del comportamiento de materiales sometidos a diferentes condiciones
operativas (Bergman et al., 2019; Ghajar & Cengel, 2025).

La modelacion matematica de la conduccion térmica se fundamenta en la ecuacion clasica
del calor, derivada a partir de la ley de Fourier y del principio de conservacion de la
energia. En una dimension espacial, dicha Ecuacion 1 puede expresarse como:

ou(xt) _  o%fu(xt) 1
ot Y ox? W
Donde u(x,t) = temperatura en posicion x y tiempo t; aua(f’t) = tasa de cambio de la
2
temperatura en el tiempo; a = coeficiente de difusion térmica; Fulxrt) _ Oy €S la
dx2

segunda derivada espacial, que mide la curvatura de la distribucion de temperatura: Si
d,,u > 0 la curva es concava hacia arriba, es decir, existe una tendencia a aumentar. Si
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d,xu < 0 la curva es céncava hacia abajo, es decir, existe una tendencia a disminuir
(Anton et al., 2017).

Este parametro relaciona la capacidad de conduccion y almacenamiento de energia
térmica, determinando la rapidez con que una perturbacion térmica se propaga a través
del medio (Evans, 2022; Bergman et al., 2019).

A pesar del amplio desarrollo tedrico y numérico alcanzado por la ecuacion del calor, los
sistemas fisicos reales se encuentran expuestos a multiples fuentes de incertidumbre, entre
las que destacan las fluctuaciones ambientales, los errores de medicion, las variaciones
en las propiedades de los materiales y las perturbaciones operacionales. Estas fuentes de
incertidumbre limitan la capacidad predictiva de los modelos deterministas clasicos,
generando discrepancias entre las predicciones tedricas y el comportamiento observado
experimentalmente (Sterr et al., 2021; Li & Su, 2022; Seyer et al., 2024).

Con el proposito de incorporar dichos efectos aleatorios, durante las ultimas décadas ha
surgido un creciente interés por las ecuaciones diferenciales parciales estocasticas (SPDE,
por sus siglas en inglés), las cuales incorporan términos probabilisticos capaces de
representar perturbaciones espaciales y temporales de naturaleza aleatoria. Entre ellas, la
ecuacion de calor estocéastica constituye uno de los modelos més estudiados debido a su
relevancia teorica y a sus aplicaciones en transferencia de calor, dinamica de fluidos,
propagaciéon de contaminantes, crecimiento de interfaces y fenomenos de difusién en
medios aleatorios (Anton et al., 2017; Dong et al., 2025; Khattab et al., 2024; Guzman &
Alvear, 2021; Azorin & Yaulema, 2021).

Una de las formulaciones mas utilizadas corresponde al caso de ruido blanco gaussiano
aditivo, modelado mediante la incorporacién de un proceso de Wiener (Ecuacion 2):

2
Wiener (W(t)): & a(f’t) =q2 ;‘g’t) +odw

donde o representa la intensidad de las perturbaciones aleatorias. En esta formulacion, el
ruido actia de forma independiente del estado térmico del sistema, introduciendo
fluctuaciones externas que afectan uniformemente la dindmica de la solucién (Kloeden &
Platen, 1992; Lord & Tambue, 2018).
Desde el punto de vista computacional, la resolucion de SPDE representa un desafio
considerable debido a la coexistencia de fendmenos deterministas y aleatorios en
maultiples escalas espaciales y temporales. Como consecuencia, gran parte de la
investigacion reciente se ha orientado al desarrollo de métodos numéricos robustos que
garanticen estabilidad, convergencia y precision estadistica (Esmaeilbeigi et al., 2019).
Entre los enfoques mas utilizados destacan los métodos de diferencias finitas, elementos
finitos, técnicas espectrales y formulaciones hibridas adaptadas a la naturaleza
probabilistica de las SPDE (Anton et al., 2017; Dong et al., 2025).
Para la discretizacion del término difusivo, el esquema implicito de Crank-Nicolson
continda siendo una de las estrategias mas empleadas debido a su estabilidad y precision
de segundo orden en espacio y tiempo (Crank & Nicolson, 1947). Por otra parte, la
discretizacion del término estocéstico suele realizarse mediante el método de Euler-
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Maruyama, considerado la extension natural del método de Euler para ecuaciones
diferenciales estocésticas y ampliamente utilizado para la aproximacion de integrales de
Itd (Kloeden & Platen, 1992; Bogoi et al., 2023).

Asimismo, la cuantificacion de la incertidumbre asociada a las soluciones estocasticas
requiere procedimientos estadisticos capaces de caracterizar la variabilidad introducida
por el ruido. Entre las metodologias més empleadas destaca la simulacion Monte Carlo,
la cual permite generar maltiples realizaciones independientes del proceso aleatorio para
estimar métricas estadisticas, tales como la media del ensamblaje, la varianza espacial y
el error respecto a una solucion determinista de referencia (Sterr et al., 2021; Zhang & Li,
2023).

Investigaciones recientes han profundizado en el desarrollo de esquemas numericos
estructuralmente conservativos y técnicas orientadas a reducir el costo computacional de
las SPDE. Dong et al. (2025) desarrollaron un enfoque de diferencias finitas de orden
reducido para ecuaciones semilineales impulsadas por ruido blanco, mientras que Khattab
et al. (2024) exploraron el uso de transformadas répidas de Fourier para acelerar la
resolucion de ecuaciones de calor estocasticas. Asimismo, Cimpean et al. (2026)
analizaron propiedades asintoticas de soluciones asociadas a ecuaciones de calor
semilineales.

Sin embargo, la mayoria de estas investigaciones se concentra en aspectos tedricos
relacionados con la convergencia, la estabilidad o la preservacion estructural de los
métodos numéricos, sin profundizar en la influencia que ejercen las propiedades fisicas
de los materiales sobre la propagacion de la incertidumbre térmica. De forma paralela,
los estudios aplicados de transferencia de calor bajo incertidumbre suelen orientarse hacia
sistemas complejos, micro canales o medios radiactivos (Li & Su, 2022; Sterr et al., 2021;
Seyer et al., 2024), existiendo un numero limitado de investigaciones dedicadas a
cuantificar comparativamente el efecto de la difusividad térmica sobre la respuesta
estadistica de modelos estocasticos unidimensionales (Navas et al., 2022; Elizalde et al.,
2024; Benitez et al., 2025).

Esta brecha resulta particularmente relevante debido a que la difusividad térmica no solo
regula la velocidad de disipacién del calor, sino también la capacidad del material para
amortiguar las fluctuaciones inducidas por perturbaciones aleatorias (Adamowicz, 2022).
En consecuencia, la caracterizacion cuantitativa de la relacién entre las propiedades
térmicas del material y la propagacion de la incertidumbre constituye un problema de
interés tanto cientifico como ingenieril. En particular, existe una limitada evidencia
cuantitativa sobre la influencia de la difusividad térmica en la propagacion de la
incertidumbre en modelos unidimensionales de conduccion de calor sujetos a ruido
blanco gaussiano aditivo, lo que dificulta comprender el papel de las propiedades fisicas
del material en la respuesta estadistica del sistema.

A diferencia de estudios centrados en el desarrollo de nuevos esquemas numéricos para
ecuaciones del calor estocésticas, este trabajo cuantifica comparativamente el efecto de
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la difusividad térmica sobre la propagacion de la incertidumbre bajo ruido blanco
gaussiano aditivo. En este contexto, el presente trabajo desarrolla un analisis numerico
comparativo de la ecuacion de calor unidimensional bajo dos escenarios: un modelo
determinista clasico y un modelo estocastico con ruido blanco gaussiano aditivo. La
comparacion se realiza considerando materiales con diferentes coeficientes de difusividad
térmica (aluminio, acero inoxidable y madera) y distintos niveles de intensidad del ruido,
con el propésito de analizar como las propiedades térmicas influyen en la propagacion de
la incertidumbre.

La investigacion se fundamenta en la hipdtesis de que la incorporacion de perturbaciones
estocasticas incrementa la dispersion estadistica de la solucion térmica respecto al modelo
determinista y que este efecto depende de la difusividad térmica del material, siendo mas
pronunciado en materiales con menor capacidad de disipacion.

Para contrastar esta hipétesis, se emplea una metodologia basada en diferencias finitas,
discretizacién de Crank-Nicolson para el término difusivo, integracion estocastica
mediante el método de Euler-Maruyama y simulaciones Monte Carlo para la
cuantificacion de la incertidumbre.

Por consiguiente, el objetivo de la investigacion es comparar las formulaciones
determinista y estocéstica con ruido blanco gaussiano aditivo de la ecuacién del calor
unidimensional mediante simulacion numérica, evaluando su efecto sobre métricas de
error, energia y variabilidad estadistica en materiales con diferentes propiedades de
difusion térmica. Los resultados obtenidos aportan evidencia cuantitativa sobre el papel
de la incertidumbre en los procesos de conduccion de calor y contribuyen al desarrollo de
metodologias de simulacién estocéastica aplicables a problemas de ingenieria térmica y
modelacién matematica bajo incertidumbre.

2. Metodologia

La presente investigacion se desarrollé bajo un enfoque cuantitativo de nivel explicativo
y comparativo, mediante un disefio cuasi — experimental computacional orientado al
analisis de propagacion de incertidumbre en sistemas de conduccion térmica
unidimensional.

Este disefio fue seleccionado debido a que permite manipular de forma controlada
variables fisicas y estocasticas, evaluando su influencia sobre la estabilidad, dispersion y
capacidad predictiva de soluciones numéricas sujetas a perturbaciones aleatorias.
Asimismo, el estudio se clasifica como una investigacién aplicada de simulacién
numérica, ya que emplea modelos matematicos y algoritmos computacionales para
reproducir fendmenos fisicos de transferencia de calor bajo condicionales controladas de
incertidumbre permitiendo analizar escenarios cuya validacion experimental resulta
compleja o costosa.

La investigacion se estructurd6 mediante dos escenarios experimentales: modelo
determinista de referencia y modelo estocastico con ruido blanco.
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Como variables independientes se definieron la intensidad del ruido estocéstico (o), la
perturbacion aleatoria y la difusividad térmica del material (a). Las variables
dependientes evaluadas incluyeron el Error Cuadratico Medio (RMSE) espacio —
temporal, la varianza espacial, el coeficiente de variacion, la energia térmica discreta y la
estabilidad numérica temporal. EI RMSE se calcul6 mediante la expresion (Ecuacion 3):

—_ |l1yn refy?
RMSE = \/;Ziﬂ(ui —u; ) (3)
donde N, representa el nimero de nodos espaciales, u; representa la solucion estocéstica

promedio y ui”"f la solucion determinista de referencia (Villasante et al., 2025). Por su
parte, la energia térmica del sistema se evalué mediante la integral (Ecuacion 4):

E(t) = f u? (x, t)dx ()
Q

cuya aproximacion se efectud utilizando la integracién discreta sobre la malla espacial
(Li & Su, 2022).

2.1. Poblacién de estudio, muestra y criterios de seleccién
En el contexto fisico-computacional del estudio, la poblacion estuvo conformada por
materiales sélidos isotropicos susceptibles de ser modelados mediante conduccion
térmica unidimensional. Se emple6 un muestreo intencional no probabilistico,
seleccionando tres materiales con capacidades difusivas contrastantes: aluminio (alta
difusividad), acero inoxidable (difusividad media) y madera (baja difusividad) (Bergman
et al., 2019). La seleccion de estos materiales permitié cubrir distritos regimenes de
propagacion térmica, favoreciendo el analisis comparativo del efecto de las
perturbaciones estocésticas sobre materiales con velocidades de difusion contrastantes.
Los criterios de inclusion exigieron propiedades térmicas constantes, isotropia material,
comportamiento lineal de conduccién y ausencia de cambios de fase en el rango
analizado. Se excluyeron sistematicamente materiales anisotropos, medios no
homogéneos y sistemas con dependencia no lineal de la temperatura.
Para el andlisis estadistico del comportamiento estocéstico, la muestra computacional se
definieron 200 simulaciones independientes de Monte Carlo por cada configuracién
experimental. Este tamafio muestral se determind tras pruebas piloto que confirmaron la
estabilizacion estadistica de la media del ensamblaje, la varianza y la convergencia del
RMSE. Al fundamentarse exclusivamente en simulaciones numeéricas, esta investigacion
no involucra seres humanos ni animales, prescindiendo de la aprobacién de un comité de
ética y del consentimiento informado.

2.2. Modelo matematico
El fendmeno de transferencia de calor se model6 sobre una barra unidimensional de
longitud L, donde la variable espacial x representa la posicién a lo largo del dominio fisico
y satisface x € [0, L] . Para ello, se parte de la Ecuacién 5 clasica unidimensional

du  0%u(x,t) ©)
—_— g —
ot 0x?
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donde u(x, t) representa la temperatura espacial y temporal (Anton et al., 2017). Para
incorporar la incertidumbre térmica se introdujo un proceso de Wiener W(t) representada
matematicamente como la accion del ruido blanco integrado en el tiempo.
El modelo principal, fundamentado con ruido aditivo, se define como Ecuacion 6:
2
du = 0:M + odW ©)
0x?
Sujeto a: u(0,t) = u(L,t) =0 Yy u(x,0) = uy(x), donde o controla la intensidad de
las fluctuaciones aleatorias (Lord & Tambue, 2018).
2.3. Dominio computacional y discretizacion numérica
El dominio espacial se limit6 a x € [0,1] y el intervalo temporal a t € [0,0.5]. Para
observar los procesos de disipacion se definié una condicion inicial de perfil gaussiano
suave u(x,0) = exp(—50(x — 0,5)?), sujeto a condiciones de frontera de Dirichlet
homogéneas (u(0,t) = 0y u(L,t) = 0) para garantizar la estabilidad fisica del sistema.
La discretizacion espacial se realizd mediante diferencias finitas centrales de segundo
orden sobre una malla uniforme A x = 1072 (LeVeque, 2007). El sistema determinista
se resolvio empleando el esquema implicito de Crank — Nicolson debido a su estabilidad
incondicional y adecuada conservacion energética (Crank & Nicolson, 1947). En
contraste, la discretizacion temporal de los modelos estocasticos se efectué mediante el
método de Euler — Maruyama. El esquema iterativo se estructur6 bajo la perspectiva de
Lord & Tambue (2018), como Ecuacién 7:
Ul = U™ + AtA, U™ + 6 AW, @
Los incrementos del proceso de Wiener se aproximaron mediante AW, =~ v/Atn,,
donde n,~X(0, 1), esto es consistente con la definicion probabilistica del proceso de
Wiener y constituye la base del método de Euler — Maruyama (Kloeden & Platen, 1992).
Aunque el esquema de Crank-Nicolson es incondicionalmente estable, se seleccion un
paso temporal de At=5x 10> para asegurar una adecuada resolucion de las
fluctuaciones estocasticas y reducir los errores de discretizacion temporal.
2.4. Resolucion numérica del modelo

Lord & Tambue (2018) recomienda la integracion temporal del modelo estocéstico, se
realizo mediante el esquema semi implicito de Euler — Maruyama implementado en la
funcion: solver_stochastic EM.m. El esquema numérico empleado puede expresarse
como Ecuacion 8:

Ut = (1 — At A)"Y(U™ + GU™MAW,)  (®)
Los incrementos de Wiener fueron generados mediante AW, ~&(0, At), utilizando
variables gaussianas independientes. Para el caso del ruido aditivo, el término estocastico
implementado fue G(U™)AW, = oAW,, La resolucion matricial del sistema lineal se
optimizé mediante factorizacion LU pre computada (Ermakov & Smilovitsky, 2021),
reduciendo significativamente el costo computacional durante las simulaciones Monte

Carlo.
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2.5.  Arquitectura computacional y secuencialidad de la simulacion

La arquitectura computacional fue implementada de forma modular en MATLAB para
garantizar reproducibilidad, trazabilidad experimental y separacion funcional entre
discretizacion, resolucion numeérica y analisis estadistico.

La simulacion completa fue controlada mediante el script principal: run_all.m; encargado
de controlar todas las etapas del experimento computacional. Este archivo como nucleo
de la simulacion, ejecutando de forma secuencial la carga de pardmetros, construccion de
la malla, generacion de condiciones iniciales, resolucion de los modelos determinista y
estocastico, ejecucion de los experimentos Monte Carlo y almacenamiento de resultados.
La simulacién inicia con la definicién del conjunto de materiales de estudio, incluyendo
aluminio, acero inoxidable y madera. Para cada material se ejecuta automéaticamente el
archivo params.m, donde se incorporan las propiedades fisicas del medio, tales como:
conductividad térmica (k), densidad (p) y calor especifico (c,) (Bergman et al., 2019).

A partir de estos parametros se calcula p la difusividad térmica mediante Ecuacion 9:

K
a=— ©)
pcy

Asimismo, en este archivo se definen todos los parametros globales del experimento,
incluyendo la longitud del dominio (L), el tiempo final de la simulacion (T), los tamafios
de discretizacion espacial y temporal (Ax y At), el conjunto de intensidades de ruido
estudiadas (o), el numero de realizaciones de Monte Carlo (Ny¢), las semillas de
reproducibilidad, los criterios de almacenamiento de resultados y las opciones de
validacion numérica.

Una vez definidos los parametros globales, el script build_grid.m construye la malla
espacio-temporal uniforme utilizado por todos los experimentos. Este procedimiento
discretiza el dominio espacial (x[0,L]) y el intervalo temporal (t[0, T]), generando una
estructura de datos que contiene vectores espaciales y temporales, el nimero total de
nodos (N,), el nimero de pasos temporales (N;), los indices interiores y la informacion
necesaria para aplicar las condiciones de contorno.

Posteriormente, la funcién init_condition.m general la distribucion térmica inicial
utilizada en simulaciones. En el presente estudio se emple6 un perfil gaussiano centrado
en el dominio: A exp[—pB (x — x)?], donde (A) representa la amplitud inicial, 8 controla
el ancho de la distribucién y x — x, determina la ubicacion del maximo térmico.
Simultdneamente se imponen las condiciones de frontera Dirichlet homogéneas, fijando
la temperatura en ambos extremos de la barra.

A continuacién, el archivo assemble_Ah.m construye el operador Laplaciano discreto
asociado a la segunda derivada espacial mediante diferencias finitas centrales de segundo
orden. Este procedimiento genera una matriz tridiagonal dispersa que representa el
operador de difusién térmica discretizado y constituye el ndcleo algebraico utilizado tanto
por el modelo determinista como por el estocastico.

Esta revista est& protegida bajo una licencia Creative Commons en la 4.0 @ @@
Ciencia International. Copia de la licencia: http://creativecommons.org/licenses/by-

nc-sa/4.0/

L bigita


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

ISSN: 2773-7330
" Vol. 8 No. 3 pp. 43 - 69. julio - septiembre 2026
/ Revista multidisciplinar

Publicaciones Articulo original

www.alfapublicaciones.com

Una vez ensamblado el operador espacial, el problema determinista es resuelto mediante
la funcion solver_deterministic_ CN.m la cual implementa el esquema implicito de Crank-
Nicolson para la ecuacion de conduccion de calor.

La solucién obtenida constituye la referencia numérica frente a la cual posteriormente se
comparan los resultados estocasticos. Durante este proceso se calculan métricas asociadas
a la evolucion temporal de la energia, amplitud maxima y estabilidad de la solucién.
Finalizada la simulacion determinista, se ejecuta el procedimiento Monte Carlo mediante
la funcion montecarlo_runner.m. Este mddulo coordina la generacion de multiples
trayectorias independientes del modelo estocastico para cada intensidad de ruido
considerada. Con el objetivo de garantizar independencia estadistica, cada realizacion
utiliza una semilla distinta derivada de una semilla maestra definida previamente en el
archivo de parametros.

Cada trayectoria individual es resuelta mediante la funcion solver_stochastic EM.m, la
cual implementa un esquema Euler — Maruyama implicito para la ecuacion de calor
estocéstica. El cddigo permite analizar la formulacion de incertidumbre: ruido aditivo,
donde (dW) representa los incrementos discretos del proceso de Wiener aproximados
mediante variables aleatorias gaussianas independientes.

Durante la ejecucion Monte Carlo se implementa internamente el algoritmo de Welford,
el cual permite calcular de manera incremental y numéricamente estable la media y la
varianza del ensamblaje si necesidad de almacenar simultaneamente todas las
realizaciones generadas. Este procedimiento reduce significativamente el consumo de
memoria y minimiza errores de redondeo asociados a la acumulacion masiva de datos
(Welford, 1962).

A partir de las realizaciones obtenidas se calculan diversas métricas estadisticas de
interés, incluyendo la media espacio — temporal, la varianza, la desviacion estandar, el
coeficiente de variacion, los intervalos de confianza del 95 %, la energia térmica
promedio y el Error Cuadratico Medio (RMSE) respecto a la solucién determinista.

El andlisis posterior de resultados se realiza mediante el mddulo postprocess_plot.m,
encargado de generar perfiles especiales, mapas de calor especio — temporales, curvas de
evolucion energética y representaciones graficas de bandas de incertidumbre asociadas a
las simulaciones estocasticas.

Paralelamente al flujo principal de simulacion, se desarroll6 una segunda cadena
computacional destinada exclusivamente a la validacién matematica y estadistica del
modelo. Esta etapa es coordinada por el script run_all_validation.m encargado de ejecutar
automaticamente todos los estudios de convergencia y consistencia numérica utilizados
para verificar la fiabilidad de los resultados reportados. La validacion se organiza en
varias etapas secuenciales, detalladas a continuacion:

La primera etapa consiste en la validacion determinista mediante solucion exacta, la cual,
consiste en verificar el correcto funcionamiento del esquema de Crank — Nicolson
implementado en solver_deterministic CN.m. Para ello se utiliza el script

Esta revista est& protegida bajo una licencia Creative Commons en la 4.0 @ @@
Ciencia International. Copia de la licencia: http://creativecommons.org/licenses/by-

nc-sa/4.0/

L bigita


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

ISSN: 2773-7330
'A Vol. 8 No. 3 pp. 43 - 69. julio - septiembre 2026
/ Revista multidisciplinar

Publicaciones Articulo original

www.alfapublicaciones.com

validation_deterministic.m, el cual reemplaza la condicion inicial gaussina con una
condicidn inicial senoidal u(x,0) = A sin (?) debido a que esta formulacion posee una

solucion analitica conocida para la ecuacion clasica del calor (Evans, 2022).
La solucion exacta se obtiene mediante la funcion exact_solution_heat.m, la cual
implementa Ecuacion 10:

u(x,t) = Aexp [—a (%)2 t] sin (nTx) (10)
Esta solucidn se evalta sobre la misma malla espacio- temporal utilizada para el solver
numérico (Ogethakpo & Nkonyeasya, 2025).
Posteriormente se calcula la diferencia entre la solucion exacta y la solucién numérica
obtenida mediante Crank-Nicolson, determinandose: Error absoluto, Error méaximo,
Norma L, y Error relativo. Esta comparacion constituye la primera evidencia de
consistencia matematica del esquema implementado.
La segunda etapa consiste en el estudio de convergencia espacial, una vez validado el
solver determinista el script study_spatial_convergence.m analiza el comportamiento del
error al refinar progresivamente la discretizacion espacial. Para ello, se ejecutan multiples
simulaciones utilizando distintos tamafios de malla: Ax;, Ax,,Ax; .Para cada
discretizacion se calcula el error respecto a la solucidn exacta y posteriormente se estima
el orden experimental de convergencia: e, = Ch?, donde p representa el orden espacial
observado. El objetivo es verificar que el esquema de diferencias finitas centrales
reproduce el comportamiento tedrico de segundo orden: p = 2.
Posteriormente, la segunda validacion numérica es ejecutada mediante
study_temporal_convergence.m, en este procedimiento se mantiene fija la discretizacién
espacial y se realizan simulaciones utilizando distintos valores de At. Para cada caso se
calcula nuevamente el error frente a la solucion analitica y se estima el orden temporal
eAt = C(At)?. El objetivo es verificar experimentalmente que el esquema de Crank-
Nicolson presenta convergencia temporal de segundo orden: g = 2 (Crank & Nicolson,
1947).
A continuacion, se realiza la validacion estocastica del modelo de ruido blanco que es
evaluada mediante el script study_stochastic_validation.m. En esta etapa se generan
multiples realizaciones independientes de la ecuacion de calor estocastica utilizando el
esquema Euler — Maruyama. El andlisis permite verificar estabilidad estadistica de la
media; crecimiento esperado de la varianza; comportamiento de la energia térmica
promedio; ausencia de trayectorias numéricamente divergentes y consistencia de los
intervalos de confianza. Esta prueba constituye una validacion empirica del
comportamiento probabilistico del modelo.
La convergencia fuerte y convergencia débil se analiza en el script
study_strong_weak_convergence.m evalla los 6rdenes de convergencia caracteristicos
del método de Euler — Maruyama. Para ello se comparan simulaciones realizadas con
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distintos pasos temporales utilizando trayectorias de Wiener consistente entre mallas
(Bayer et al., 2024).
Se calcula el error fuerte E[|X(T) — X, (T)|], y el error débil |E[X(T)] — E[X,(T)]| . La

1
teoria predice ErrorfuertezO(AtE) y Error debil = O(At), por lo que la

validacion busca verificar experimentalmente dichas tasas de convergencia (Higham,
2001).

La estabilidad estadistica del ensamblaje es  estudiante  mediante
study_MC_convergence.m. Se realizan simulaciones utilizando diferentes cantidades de
realizaciones. Ny = 50,100,200,500,1000, .... Analizando la evolucion de la media

muestral, varianza, RMSE e intervalos de confianza. Tedricamente, el error Monte Carlo
1

debe disminuir como O (NMg

>, por lo que esta prueba permite justificar el tamafio
muestral seleccionado para el estudio (Kroese et al., 2011).

El script study_confidence_intervals.m evalla la evolucion de los intervalos de confianza
del 95 % obtenidos a partir de las simulaciones Monte Carlo. Se verifica que el aumento
del nimero de realizaciones produce una reduccién progresiva de la incertidumbre
estadistica estimada, confirmando la estabilidad del ensamblaje.

El anélisis paramétrico es realizado mediante study_sigma_sensitivity.m . En esta etapa
se consideran distintos valores de: o, con el propésito de cuantificar como las
perturbaciones aleatorias modifican: RMSE, varianza, energia térmica y amplitud
méaxima. Asimismo, se verifican experimentalmente las leyes de escala RMSE «< oy
Var(u) « o2 predichas por la teoria para perturbaciones gaussianas de baja intensidad
(Lord & Tambue, 2018).

La funcion study_energy_evolution.m analiza la evolucion temporal de la energia térmica
como Ecuacion 11:

E(t) = f u?(x, t)dx (11)
Q

Comparando el comportamiento determinista y estocastico para diferentes intensidades
de ruido (Li & Su, 2022). Esta prueba permite evaluar la capacidad disipativa del sistema
y detectar posibles anomalias numéricas.

Para analizar los perfiles medios y perfiles de varianza, se utilizan los scripts
study_mean_profiles.m y study variance_profiles.m que calculan respectivamente
u(x,T)y Var [u(x, T)] sobre todo el dominio espacial. Estos perfiles permiten visualizar
la distribucién espacial de la incertidumbre y comparar como diferentes iveles de ruido
modifican la respuesta térmica promedio.

Finalmente, para el andlisis de gaussianidad se utiliza el script study_gaussianity.m que
analiza la distribucion estadistica de la temperatura en puntos especificos del dominio.
Para ello se calculan: asimetria (skewness) y curtosis (kurtosis) (Rice, 2007).
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2.6. Reproducibilidad computacional

Con el propésito de garantizar la reproducibilidad de los experimentos numeéricos, todas
las simulaciones fueron implementadas en MATLAB mediante una arquitectura modular
basada en scripts y funciones independientes. La generacion de nimeros aleatorios se
control6 mediante semillas maestras predefinidas, permitiendo replicar exactamente las
trayectorias estocasticas y los resultados estadisticos obtenidos.

Los pardmetros fisicos, numéricos y computacionales empleados en cada experimento
fueron almacenados automaticamente junto con los resultados generados, incluyendo las
propiedades térmicas del material, la intensidad del ruido, el tamafio de la malla espacio-
temporal y el nimero de realizaciones Monte Carlo.

Asimismo, la estructura modular del codigo permite la validacion independiente de cada
componente del modelo, favoreciendo la trazabilidad de los resultados y facilitando la
extension futura del marco computacional hacia otros problemas de difusion bajo
incertidumbre.

La simulacion es de manejo publico, adjunto en el siguiente link de GitHub:
https://github.com/Bri-commits/deterministic-vs-stochastic-heat-equation-1d

3. Resultados

Los experimentos numeéricos se realizaron para la ecuacion del calor unidimensional bajo
formulaciones deterministas y estocasticas, considerando tres materiales con propiedades
difusivas contrastantes: aluminio (a = 8,44 x 107°m?/s), acero inoxidable (a =
3,75 x 107® m?/s), y madera (a = 1,45 X 10~7 m?/s).
Las simulaciones se desarrollaron bajo las condiciones indicadas en la metodologia con
A=0.01; At =5x 107>, T = 0.5 y Ny, = 200 realizaciones independientes para el
analisis estocastico. El término aleatorio se modeld exclusivamente mediante ruido
blanco gaussiano aditivo, con intensidades comprendidas entre ¢ = 0.01 y ¢ = 0.50.
3.1. Validacion del modelo determinista y comportamiento difusivo

La solucién determinista obtenida mediante el esquema implicito de Crank—Nicolson
presentdé un comportamiento estable para los tres materiales analizados, sin evidenciar
oscilaciones espurias ni inestabilidades numéricas. Aunque este método es
incondicionalmente estable, se mantuvo constante la relacion At/Ax? = 0.5 con el
propdsito de asegurar una resolucion temporal homogénea en todos los experimentos.
La evolucion de la energia térmica mostré una disipacion consistente con la difusividad
de cada material. El aluminio presentd la mayor reduccién relativa de energia, con una
razén entre la energia final e inicial de 0,9836, mientras que el acero inoxidable y la
madera registraron valores de 0,9993 y 0,9999, respectivamente.
Estos resultados confirman que los materiales de alta difusividad redistribuyen el calor
con mayor rapidez, favoreciendo la disipacion energética del sistema. En contraste, los
materiales de baja difusividad conservan gradientes térmicos mas pronunciados durante
el intervalo de simulacion considerado.
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Como se muestra en la Figura 1, los mapas espacio-temporales de temperatura preservan
la simetria de la condicion inicial gaussiana y reproducen el comportamiento fisico
esperado del proceso difusivo.

Figural
Mapas térmicos espacio — temporales de la solucidn determinista

(a) Aluminio (a =843 103 mls)  (b) Acero inoxidable (a = 4.00 x 10°¢ m'ls) (c) Madera (= 1.45 x 10-7 m?/s)
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Nota. Los materiales utilizados fueron aluminio, acero inoxidable y madera. La condicién inicial gaussiana
evoluciona bajo condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas, evidenciando una disipacion térmica
dependiente de la difusividad del material. EI aluminio presenta una rapida redistribucion del calor,
mientras que la madera conserva gradientes térmicos méas pronunciados debido a su menor capacidad
difusiva. La evolucion temporal es moderada debido al intervalo de simulacion considerado (T=0.5).

3.2. Influencia de la difusividad térmica en la propagacion de la incertidumbre
La incorporacion de ruido blanco generd un incremento progresivo de la dispersion
estadistica, cuya magnitud dependid simultaneamente de la intensidad de la perturbacién
y de la difusividad térmica del material.
La Tabla 1 resume las métricas globales obtenidas para ¢=0.50, correspondiente al
escenario de maxima perturbacion analizado.

Tabla 1
Comparacion del RMSE, varianza mdxima y energia térmica final para 6=0,50
Material RMSE Varianza maxima Energia final
Aluminio 1,80 x 1072 9,25 x 1072 8,90 x 1072
Acero inoxidable 2,53 %1072 1,56 X 1071 9,04 x 1072
Madera 2,58 x 1072 1,61 x 1071 8,95 x 1072

Nota. EI RMSE se calcul6 respecto a la solucién determinista de referencia.

Los resultados muestran diferencias significativas entre los materiales estudiados. El
aluminio present6 los menores niveles de dispersion estadistica, registrando una varianza
maxima de 9,25 x 10~2 y un RMSE de 1,80 x 10~2. Por el contrario, la madera alcanzé
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la mayor amplificacion de incertidumbre, con una varianza maxima de 1,61 x 10~ 1 y un
RMSE de 2,58 x 1072, El acero inoxidable exhibié un comportamiento intermedio,
coherente con su difusividad térmica moderada.

A pesar del incremento de la dispersion estadistica, la energia térmica final permanecio
practicamente constante para los tres materiales, con variaciones inferiores al 2 %
respecto al caso determinista. Este resultado indica que el ruido blanco aditivo modifica
principalmente la distribucion espacial de la temperatura y la variabilidad de las
trayectorias, sin alterar significativamente el balance energético global del sistema.
Como se observa en la Figura 2, la incertidumbre asociada a la solucion estocastica se
manifiesta mediante el ensanchamiento progresivo de los intervalos de confianza
alrededor de la media Monte Carlo.

Figura 2
Media del ensamblaje Monte Carlo e intervalos de confianza del 95 % para ruido
aditivo
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Nota. La linea continua representa la temperatura promedio obtenida a partir de 200 realizaciones
independientes de Monte Carlo, mientras que la region sombreada indica el intervalo de confianza del 95
%. La solucion determinista de referencia se muestra para comparacion. Se observa una ampliacién
progresiva de las bandas de incertidumbre conforme disminuye la difusividad térmica del material.

La Figura 2 muestra que el ancho de las bandas de incertidumbre aumenta conforme
disminuye la difusividad térmica del material. En el caso del aluminio, las fluctuaciones
permanecen relativamente acotadas durante toda la simulacion, reflejando una elevada
capacidad de disipacion de las perturbaciones aleatorias. Por el contrario, la madera
presenta bandas considerablemente mas amplias, evidenciando una mayor sensibilidad a
la accion acumulativa del ruido blanco.
3.3. Andlisis de sensibilidad paramétrica respecto a la intensidad del ruido

El incremento de la intensidad de las perturbaciones gener6é un crecimiento
aproximadamente lineal tanto del RMSE como de la varianza maxima para los tres
materiales estudiados.

En el caso del aluminio, el RMSE aument6 desde 3,61 x 10~* para 6=0.01 hasta
1,80 x 1072 para 6=0.50. De manera similar, el acero inoxidable presentd un incremento

Esta revista est& protegida bajo una licencia Creative Commons en la 4.0
CiEI'ICia International. Copia de la licencia: http://creativecommons.org/licenses/by- @ -
I nc-sa/4.0/ —

Diglia!


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

ISSN: 2773-7330
" Vol. 8 No. 3 pp. 43 - 69. julio - septiembre 2026
/ | Revista multidisciplinar

Publicaciones Articulo original

www.alfapublicaciones.com

desde 5,06 x 10~* hasta 2,53 x 1072, mientras que la madera registrd un aumento desde
5,16 x 10™* hasta 2,58 x 1072,
La varianza m&xima mostré una dependencia aproximadamente cuadratica respecto a la
intensidad del ruido, consiste con la naturaleza del término estocastico. Para 6=0.01, los
valores de varianza maxima fueron 3.70 x 1075, 6.23 x 107>y 6.44 x 107 para
aluminio, acero inoxidable y madera, respectivamente. En el escenario de méxima
perturbacion (c=0.50), estos valores aumentaron hasta 9,25 x 1072, 1,56 x 1071 y
1,61 x 1071,
El andlisis de regresion lineal evidencié una relaciéon practicamente perfecta entre la
intensidad del ruido y el RMSE, con coeficientes de correlacion cercanos a 1,00 para los
tres materiales. Las pendientes de sensibilidad obtenidas fueron 3,61 x 1072 para el
aluminio, 5,06 x 1072 para el acero inoxidable y 5,16 x 1072 para la madera, indicando
una mayor sensibilidad de los materiales de baja difusividad frente a incrementos en la
intensidad de las perturbaciones.
A pesar del aumento de la dispersion estadistica, la energia térmica final permanecio
practicamente constante en todos los escenarios, con variaciones inferiores al 3 %
respecto al caso determinista. Este resultado demuestra que el ruido blanco gaussiano
modifica principalmente la variabilidad de las trayectorias individuales, sin alterar de
forma significativa la dindmica energética global del sistema.

3.4. Influencia de la difusividad térmica sobre la energia térmica promedio
Ademas de las métricas de dispersion estadistica, se analiz6 la evolucién temporal de la
energia térmica promedio, la cual permite evaluar el efecto global de las perturbaciones
aleatorias sobre el contenido energético del sistema.

Figura 3
Comparacion temporal de la energia térmica promedio para los materiales
analizados bajo ruido blanco aditivo
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Nota. La energia térmica se calcul6 a partir de la media del ensamblaje Monte Carlo para 6=0.50.
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Como se observa en la Figura 3, la energia térmica permanecié acotada durante todo el
intervalo de simulacion para los tres materiales estudiados. No obstante, la magnitud de
las fluctuaciones energéticas presento diferencias apreciables asociadas a la difusividad
térmica de cada material.
La madera exhibio las mayores variaciones temporales, alcanzando niveles energéticos
superiores a los observados en aluminio y acero inoxidable. Por el contrario, el aluminio
mostrd una evolucion considerablemente mas estable, con oscilaciones de baja amplitud
alrededor de un valor medio préacticamente constante.
Estos resultados son consistentes con el comportamiento observado en las métricas de
varianza y RMSE presentadas en la Tabla 1. Los materiales con mayor difusividad
térmica redistribuyen con mayor rapidez las perturbaciones introducidas por el término
estocastico, reduciendo la acumulacién local de energia asociada a las fluctuaciones
aleatorias. En contraste, los materiales menos difusivos presentan una mayor persistencia
de dichas perturbaciones, lo que se traduce en una respuesta energética mas variable.
A pesar de estas diferencias, la energia térmica promedio permanecio dentro de un rango
relativamente estrecho durante toda la simulacion, indicando que el ruido blanco aditivo
modifica principalmente la variabilidad estadistica de las trayectorias térmicas sin alterar
significativamente la estabilidad energética global del sistema.

3.5. Comparacion entre la solucidn determinista y la respuesta estocastica promedio
Con el proposito de evaluar el efecto global de las perturbaciones aleatorias sobre la
dinamica térmica, se compar6 la solucién determinista de referencia con la media
estadistica obtenida mediante simulacion Monte Carlo.

Figura 4
Comparacion entre la solucion determinista y la media del ensamblaje Monte Carlo
bajo ruido blanco aditivo

Bandas de incertidumbre del modelo con ruido blanco aditivo

(a) Aluminio (b) Acero inoxidable (c) Madera

‘Temperatura normalizada
Temperatura normalizada

0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 02 04 0.6 08 1 h “o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo, t Tiempo, t Tiempo, t

Nota. La linea continua representa la solucion determinista obtenida mediante Crank—Nicolson, mientras
que la linea discontinua corresponde a la media del ensamblaje Monte Carlo.

La Figura 4 muestra una elevada concordancia entre la solucion determinista y la media
estocastica para los tres materiales analizados. Las diferencias observadas son
relativamente pequefias en comparacion con la amplitud total del campo térmico, lo que
indica que el ruido blanco aditivo no altera la dinamica promedio del fendmeno difusivo.
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No obstante, la magnitud de las desviaciones aumenta ligeramente conforme disminuye
la difusividad térmica, siendo mas evidente en la madera. Este comportamiento coincide
con los valores de RMSE reportados en la Tabla 1 y confirma que los materiales menos
difusivos presentan una mayor susceptibilidad frente a perturbaciones aleatorias.
En conjunto, los resultados obtenidos evidencian que la incertidumbre inducida por el
ruido blanco afecta principalmente la dispersion estadistica de las trayectorias térmicas,
mientras que la evolucion promedio del sistema permanece cercana a la solucion
determinista. Esto sugiere que la principal consecuencia de la incertidumbre no radica en
modificar la tendencia global del proceso de difusion, sino en incrementar la variabilidad
asociada a las predicciones térmicas.

3.6. Validacion numérica de las aproximaciones estocasticas
Las simulaciones se complementaron con pruebas de validacidn orientadas a verificar la
consistencia numeérica y estadistica del modelo implementado. Para ello, se evaluaron la
convergencia espacial y temporal del esquema de Crank—Nicolson, la convergencia fuerte
y debil del método de Euler—Maruyama, la estabilidad del ensamblaje Monte Carlo y la
consistencia probabilistica del ruido blanco aditivo exponiendo en la Tabla 2 el valor
tedrico, el valor experimental y el error relativo existente.

Tabla 2
Resultados de la validacién numérica de los esquemas determinista y estocastico

Analisis Método Valor tedrico Valor experimental Error relativo
numeérico (%)
Convergencia Crank— 2,0 2,0004 0,02
espacial Nicolson
Convergencia Crank— 2,0 2,2067 10,33
temporal Nicolson
Convergencia Euler— 0,5 0,4356 12,88
fuerte Maruyama
Convergencia Euler— 1,0 0,9909 0,91
débil Maruyama
Convergencia Muestreo _% Verificada para Ny = 200 —
Monte Carlo Monte Carlo 0 (NMC)
Gaussianidad Ruido blanco Asimetria = 0; Asimetria = 0,0828; —
aditivo Curtosis =3 Curtosis = 2,7962

Nota. EI RMSE se calculd respecto a la solucion determinista de referencia. Los oOrdenes teoricos
corresponden a los resultados clésicos reportados para los esquemas de Crank—Nicolson y Euler—Maruyama
en la literatura especializada. Las propiedades de gaussianidad se evaluaron respecto a los valores teéricos
de asimetria nula y curtosis igual a tres.

La estabilizacién de las métricas estadisticas a partir de Ny = 200 realizaciones
confirmd la suficiencia del tamafio muestral empleado, mientras que la evolucion del

1
RMSE present6 una tendencia convergente acorde con la tasa tedrica O (NM§>.

Ciencia
L Digital

Edilevial

Esta revista est& protegida bajo una licencia Creative Commons en la 4.0
International. Copia de la licencia: http://creativecommons.org/licenses/by-
nc-sa/4.0/

Cultura Cientifica Pagina 60 | 69

)OS

e’ BY NC SA


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

ISSN: 2773-7330
" Vol. 8 No. 3 pp. 43 - 69. julio - septiembre 2026
/ | Revista multidisciplinar

Publicaciones Articulo original

www.alfapublicaciones.com

Los analisis de convergencia espacial y temporal expuestos en la Tabla 2, evidenciaron
ordenes experimentales de 2,0004 y 2,2067, respectivamente, en concordancia con el
comportamiento tedrico de segundo orden del esquema de Crank—Nicolson. Asimismo,
el método de Euler—-Maruyama alcanzd oOrdenes experimentales de 0,4356 para la
convergencia fuerte y de 0,9909 para la convergencia débil, préximos a los valores

tedricos de O (At%) y O(At).

La ligera discrepancia observada en la convergencia fuerte puede atribuirse al caracter
estadistico del método Monte Carlo, al nimero finito de realizaciones consideradas
Ny = 500y al conjunto limitado de discretizaciones temporales evaluadas.

En conjunto, estos resultados demuestran que las soluciones obtenidas son independientes
de la discretizacion empleada dentro de los rangos analizados, descartando la presencia

de errores numéricos dominantes y permitiendo atribuir la dispersion observada a la
naturaleza fisica del término estocastico y no a artefactos computacionales.

Figura5
Validacion estadistica de las fluctuaciones térmicas generadas por el modelo
estocastico

y ajuste gaussiano B QQPlot

001

Quantiles of Input Sample

o . . . . .
0015 001 0005 0 0005 001 0015 002 0025 003 -4 3 2 El 0 1 2 3 4
u(x'\T) Standard Normal Quantiles

Nota. El histograma muestra una distribucidn aproximadamente simétrica y consistente con una ley normal.
El grafico cuantil-cuantil (QQ-plot) evidencia una alineacién cercana a la recta de referencia para la
mayoria de los cuantiles, confirmando que las fluctuaciones generadas mediante los incrementos discretos
del proceso de Wiener reproducen adecuadamente el comportamiento gaussiano esperado del ruido blanco
utilizado en el modelo.

Con el proposito de verificar la consistencia probabilistica del término estocastico, se
evaluo la distribucion de las fluctuaciones térmicas en el nodo central del dominio
(x=0.5). Los resultados mostraron una asimetria de 0.0828 y una curtosis de 2.796,
valores proximos a los correspondientes a una distribucién normal ideal (0 y 3,
respectivamente). Como se observa en la Figura 5, el histograma experimental presenta
un ajuste satisfactorio a la distribucion gaussiana tedrica, mientras que el grafico cuantil—
cuantil (QQ-plot) evidencia una alineacion cercana a la recta de referencia en la mayor
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parte del rango de cuantiles. Estas observaciones confirman que las perturbaciones
generadas mediante los incrementos discretos del proceso de Wiener reproducen
adecuadamente las propiedades estadisticas esperadas del ruido blanco utilizado en la
formulacion del modelo.

En conjunto, la validacién numérica realizada demuestra que la dispersion observada en
las simulaciones no constituye un artefacto asociado a la discretizacion espacial, temporal
o al procedimiento de muestreo, sino una consecuencia inherente de la dinamica
estocastica introducida en el sistema de conduccion térmica. Por tanto, las diferencias
identificadas entre materiales y niveles de perturbacion son consistentes con la dindmica
fisica representada por el modelo bajo las hipotesis consideradas, respaldando la robustez
y confiabilidad de la implementacién computacional desarrollada.

Durante el estudio de convergencia espacial, el calculo de autovalores mediante
algoritmos iterativos presentd dificultades de convergencia para la malla mas refinada
(N, = 801). Sin embargo, esta situacion no afectd la solucién numérica ni la estimacion
del orden de convergencia, dado que el operador discreto conservé su estructura simétrica
y los errores mantuvieron el comportamiento tedrico esperado.

4. Discusion

Los resultados obtenidos permitieron alcanzar el objetivo de la investigacion, consistente
en comparar las formulaciones determinista y estocastica de la ecuacion del calor
unidimensional bajo la incorporacion de ruido blanco gaussiano aditivo y analizar el
efecto de la difusividad térmica sobre la propagacion de la incertidumbre.
La elevada concordancia observada entre la solucion determinista y la media del
ensamblaje Monte Carlo confirma el comportamiento tedrico esperado para sistemas
gobernados por perturbaciones aditivas de media nula. Este resultado es consistente con
la formulacion clésica de las ecuaciones diferenciales parciales estocasticas impulsadas
por ruido blanco gaussiano, donde la media del proceso conserva la dindmica determinista
subyacente, mientras que la incertidumbre se manifiesta a través del incremento de la
dispersion estadistica de las trayectorias individuales (Kloeden & Platen, 1992; Lord &
Tambue, 2018).
Los resultados evidenciaron que la difusividad térmica desempefia un papel determinante
en la propagacion de la incertidumbre. El aluminio, caracterizado por una elevada
difusividad térmica, present6 los menores valores de RMSE, varianza maximay amplitud
de las bandas de incertidumbre, mientras que la madera exhibié la mayor sensibilidad
frente a las perturbaciones aleatorias. Este comportamiento confirma que la difusividad
térmica no solo regula la velocidad de disipacion del calor, sino también la capacidad del
material para amortiguar las fluctuaciones inducidas por el ruido, en concordancia con lo
sefialado por Adamowicz (2022) y Bergman et al. (2019).
La dependencia aproximadamente lineal observada entre la intensidad del ruido y el
RMSE, junto con la relacion cuadratica identificada para la varianza, coincide con las
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leyes de escala tedricas descritas para ecuaciones diferenciales parciales estocésticas con
ruido gaussiano aditivo de baja intensidad (Lord & Tambue, 2018). Asimismo, la
estabilidad de la energia térmica promedio observado en todos los escenarios analizados
indica que las perturbaciones aleatorias afectan principalmente la variabilidad espacial y
temporal de la temperatura, sin alterar significativamente el balance energético global del
sistema. Este resultado concuerda con los hallazgos reportados por Li & Su (2022)
quienes evidenciaron que la incertidumbre térmica modifica la distribucion local de la
energia sin generar cambios sustanciales en la dinamica energetica promedio.

Desde el punto de vista numérico, la validacion realizada respalda la confiabilidad de los
resultados obtenidos. La comparacion con la solucién analitica de referencia confirmo la
precision del esquema de Crank-Nicolson para resolver la ecuacion del calor determinista,
reproduciendo el orden de convergencia esperado de segundo orden en espacio y tiempo
(Crank & Nicolson, 1947; LeVeque, 2007). De manera complementaria, las pruebas de
convergencia fuerte y débil verificaron el comportamiento tedrico del método de Euler-
Maruyama para la integracion temporal del término estocéstico, en concordancia con los
resultados reportados por Higham (2001).

Asimismo, la estabilizacién de las métricas estadisticas a partir de 200 realizaciones
Monte Carlo resulté consistente con la tasa de convergencia tedrica del error muestral,

1

proporcional a <0N1;g> descrita por Kroese et al. (2011). La implementacion del

algoritmo incremental de Welford (1962) permitié ademas, estimar de manera eficiente
la media y la varianza del ensamblaje, reduciendo el costo computacional y minimizando
los errores numéricos asociados al almacenamiento masivo de datos.

El anélisis de gaussianidad mostrd valores de asimetria y curtosis proximos a los
correspondientes a una distribucion normal ideal, confirmando que las fluctuaciones
térmicas generadas reproducen adecuadamente las propiedades estadisticas del proceso
de Wiener utilizado en la formulacion del modelo (Rice, 2007). Estos resultados
respaldan la consistencia probabilistica del esquema implementado y permiten atribuir la
dispersion observada a la dindmica fisica del sistema y no a artefactos numéricos.

Si bien la ecuaciéon del calor unidimensional con ruido blanco gaussiano aditivo
constituye un problema ampliamente estudiado, contintia siendo un modelo de referencia
para el analisis y validacién de estrategias numéricas aplicadas a ecuaciones diferenciales
parciales estocésticas (Anton et al., 2017; Dong et al., 2025). En este contexto, el principal
aporte del presente trabajo radica en la cuantificacion comparativa del efecto de la
difusividad térmica sobre la propagacion de la incertidumbre en materiales con
propiedades difusivas contrastantes, aspecto que ha recibido menor atencién en la
literatura reciente, predominantemente orientada al desarrollo de esquemas numéricos
avanzados Y al estudio de problemas de mayor complejidad matematica (Khattab et al.,
2024; Cimpean et al., 2026).
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Los resultados deben interpretarse considerando el alcance especifico de la investigacion.
El estudio se restringié a una formulacién unidimensional, con propiedades térmicas
constantes, materiales homogéneos e isotropicos y condiciones de frontera de Dirichlet
homogéneas. Asimismo, el analisis se limito deliberadamente al caso de ruido blanco
gaussiano aditivo, debido a que esta formulacién constituye un marco de referencia
fundamental para el estudio de la interaccion entre difusion e incertidumbre y permite
establecer comparaciones directas con la solucion determinista.

En consecuencia, la extension del modelo hacia dominios multidimensionales,
ecuaciones no lineales, materiales heterogéneos o formulaciones con otros tipos de
perturbaciones representa una linea de investigacion futura que excede el alcance del
presente estudio. No obstante, el marco computacional desarrollado proporciona una base
solida y reproducible para abordar estos escenarios en investigaciones posteriores.

5. Conclusiones

e Lacomparacion entre las formulaciones determinista y estocéstica de la ecuacion
del calor unidimensional permitié demostrar que la incorporacion de ruido blanco
gaussiano aditivo incrementa la incertidumbre asociada a la respuesta térmica sin
modificar de manera significativa la dinamica promedio del proceso difusivo.

e La difusividad térmica se identificO como un factor determinante en la
propagacion de la incertidumbre, evidenciando que los materiales con mayor
capacidad difusiva presentan un efecto amortiguador frente a las perturbaciones
aleatorias, el resultado contribuye a la comprension del papel que desempefian las
propiedades fisicas del material no solo en la transferencia de calor, sino también
en la respuesta estadistica del sistema bajo perturbaciones aleatorias.

e La estabilidad observada en la energia térmica promedio indica que las
perturbaciones aleatorias afectan principalmente la variabilidad espacial y
temporal de la temperatura, mientras que el comportamiento energético global
permanecio acotado para la ecuacion de calor unidimensional bajo perturbaciones
de ruido blanco gaussiano aditivo y dentro del rango de parametros evaluado.

e La validacion del esguema numérico implementado, mediante anélisis de
convergencia espacial y temporal de segundo orden, convergencia fuerte y débil
del método de Euler—Maruyama, estabilizacion estadistica del método Monte
Carlo y verificacion de las propiedades probabilisticas del ruido, permitio
garantizar la confiabilidad de las simulaciones y atribuir la dispersion observada
a la dinamica estocastica del modelo y no a errores de discretizacion.

e El principal aporte de esta investigacion consiste en proporcionar un marco
computacional reproducible para la comparacion entre modelos deterministas y
estocasticos de conduccion de calor, incorporando procedimientos de validacién
numérica que permiten cuantificar el efecto de la difusividad térmica sobre la
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propagacion de la incertidumbre en materiales con propiedades difusivas
contrastantes.

e Los resultados obtenidos constituyen una base para futuras investigaciones
orientadas al estudio de modelos de conduccion de calor en dimensiones
superiores, geometrias complejas o perturbaciones estocasticas mas generales.
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